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Resumo
Neste trabalho estudamos caracterização e propriedades de uma “aproximação 
multiresolução”, que é uma seqüência ( v j  de subespaços fechados usados parajeZ
aproximação de funções pertencentes a L2(R).
Inicialmente, provamos que existe uma função <|> e L2(R) tal que, para todo 
j e Z fixo, <J) j k(x) = 2 ^  <{>(2Jx -  k), k e Z, é uma base ortonormal de Vj.
Estudamos as propriedades da aproximação multiresolução e mostramos que 
esta é caracterizada por uma função 2n -periódica. Descrevemos propriedades desta 
função 2n -periódica e provamos que sob certas condições satisfeitas por ela, obtemos 
uma aproximação multiresolução.
Finalmente, mostramos que a partir da aproximação multiresolução podemos
construir uma função \\i tal que vj/j k(x) =2''2 i^2Jx -  k), k e Z ,  é base ortonormal
de L2(R). Chamamos esta função vy de wavelet e a base gerada por ela de base 
ortonormal wavelet.
v i
Abstract
In this work, we study the characterization and properties of a “multiresolution 
aproximation”, that is, a sequence of vector spaces (Vj) z for approximating L2(R)
functions.
We prove that there exist a function § e L2(R) such that, for any j e Z , 
<t>j k(x) = 2^ <j>(2jx -  k), k € Z, is a orthonormal bases of Vj.
In other hand we also study the properties of a multiresolution aproximation, 
and we show that it is characterized by a 2n -periodic and we prove that under certain 
conditions that are satisfies for her, we obtain a multiresolution aproximation.
Finally, use show that from any multiresolution aproximation we can build a
function such that vj/j k(x) - 2 ^  v^2Jx -  k), k e Z ,  is an orthonormal bases of
L2(R). We called this function \\i wavelet and the bases generated by vj/ wavelet 
orthonormal bases.
Introdução
A Análise de Wavelets é um recente e estimulante desenvolvimento da 
Matemática que tem encontrado importantes aplicações em um amplo campo da 
Ciência e Engenharia. Assim como a Análise de Fourier a Análise de wavelets trata de 
expansão linear de funções, mas em lugar de funções trigonométricas as funções 
básicas em expansão wavelets, chamadas wavelets, são obtidas a partir de uma única 
função vj/. “Wavelets” foram introduzidas por A. Grossmann e J. Morlet, [5], como 
famílias de funções
ha b(x) = a~^ h(^ X -  - j ,  a,b e R, a * 0,
geradas por uma única função h por operações de dilatação e translação. A. 
Grossmann e J. Morlet usaram estas famílias para obter expansão não necessariamente 
ortogonais para funções pertencentes a L2(R).
Dependendo do tipo de aplicação diferentes famílias de wavelets podem ser 
escolhidas. Nós nos restringiremos a escolha a = 2~] e b = k2"J, para o qual os 
ha>b constituem uma base ortonormal, neste caso,
hj>k(x) = 2 >/2 h(2-’x -  k).
Um exemplo de uma base ortonormal wavelet para L2(R) é dado quando 
fazemos a escolha
2h(x) =
1 se 0 < x < ÿ ,
■1 se y  < x < 1,
0 outros valores de x.
( esta base é chamada de base de Haar).
No ano de 1986, S. Mallat e Y.Meyer [11], [8], perceberam que as diferentes 
construções de uma base wavelet podem ser realizadas através de uma aproximação 
multiresolução. Esta é uma estrutura na qual as funções f em L2(R) podem ser 
consideradas como um limite de sucessivas aproximações ou projeções, Pjf, j e Z 
nestes subespaços, ou seja,
f  = lim P:f,j—*oo *
onde as diferentes aproximações Pjf correspondem a versões de “ suavidade 2'J ” da 
função f.
Nesta dissertação definimos aproximação multiresolução de L2(R) estudamos 
suas propriedades e, a partir de sua definição construímos uma função vj/, que 
chamamos de wavelet, tal que
Vj,k(x) = U^2Jx -  k),
k e Z, é uma base ortonormal ( wavelet) de L2(R).
Organizamos isto da seguinte forma:
No capítulo 1 enumeramos alguns resultados e definições que são utilizados 
posteriormente e definimos aproximação multiresolução de L2(R).
No capítulo 2, supondo que a seqüência ( v j  é uma aproximaçãoj€Z
multiresolução de L2(R), provamos que existe uma função <j) e L2(R) tal que, para 
todo j e Z fixo e k € Z, a família
4>j,k(x) = 2 ^  <j»(2Jx -  k) (1)
constitue uma base ortonormal de Vj. Chamamos esta função <|) de função scaiing.
No capítulo 3, mostramos algumas propriedades da função 2n -periódica Hÿ 
que caracteriza a transformada de Fourier de <(>. E respondemos a principal questão do
3capítulo, isto é, se Vj é o espaço gerado por uma família ( como definida em
(1)), em que condições a seqüência (Vj). é uma aproximação multiresolução.J€Z
No capítulo 4, partimos do fato da seqüência de subespaços fechados (Vj) jcZ
ser uma aproximação multiresolução para podermos escrever, para toda f  e L2(R),
onde Oj denota o complemento ortogonal de Vj em VJ+1, e também escrever
L2(R) = 0 Oj.
jeZ
Construímos uma função i|/ tal que suas dilatações e translações geram uma 
base wavelet ortonormal de L2(R), ou seja, tal que
vj/j>k(x) = 2 ^  \^2Jx - k), k  e Z,
é uma base de L2(R).
Capítulo 1
Preliminares e Aproximação Multiresolução
1.1 Preliminares
Nesta primeira seção descreveremos algumas definições e resultados 
fundamentais que serão utilizados posteriormente. As demonstrações aqui omitidas 
podem ser encontrados nos livros citados nas referências ( indicamos após cada 
resultado um dos livros ). Denotaremos por R o conjunto dos números reais e por Z o 
conjunto dos inteiros.
Começaremos com os espaços LP(R).
Definição. Seja p um número real tal que 1 < p < oo. Representaremos por LP(R) a 
classe de todas as funções mensuráveis f, definidas em R tais que
5Observação: Aqui estamos identificando as funções que diferem entre si nos pontos de 
um conjunto de medida nula.
Em LP(R) podemos definir uma norma, associando a cada f e LP(R) o 
número real
/
Se duas funções f e g são integráveis não podemos afirmar que o produto f  g 
seja uma função integrável. Entretanto, temos o seguinte resultado.
1.1.1 Proposição. ( Desigualdade de Schwarz ). Se f  e L2(R) e g e  L2(R) então 
f.g € L'(R) e tem-se a desigualdade
J |f(x)g(x)[dx < ||f(f2Igl2,
Dem.: veja [10].
1.1.2 Proposição. ( Desigualdade de Minkowski). Se f, g e LP(R) então
onde 1 < p < oo.
Dem.: veja [10],
Observação:
(i) No espaço vetorial L2(R) definimos o produto interno como
( f ,  g )  : = J f(x) g(x)dx,—go
onde f ,g e L 2(R) e a barra denota a conjugada complexa. Em particular, 
<f,f) = iifig.
6Definição. Definiremos Lp(0. 2ti), para 1 < p < » , como sendo a classe de todas as 
funções mensuráveis f  definidas sobre o intervalo ( 0, 2n) tal que
2*
J |f(x)|pdx < 00 .
Assumiremos que funções em Lp(0, 2n) são estendidas periodicamente para 
todo R, a saber, f(x) = f(x + 27t) para todo x. Consequentemente, para p = 2, 
L2 (0,2n) é o espaço das funções 2n -  periódicas de quadrado integrável.
Em Lp(0, 27t), definimos a norma
|f(x)|pdx
para f  e Lp(0, 2n).
As desigualdades de Schwarz e Minkowski são também válidas para funções em 
Lp(0, 2tt). Em particular, para p = 2 podemos definir o produto interno
( f , g )  = - 4 *  f(x) g(x)dx,
Z7Í o
f, g e L2(0, 2n).
Usaremos posteriormente a desigualdade de Minkowski generalizada
í í f(y,x)dy dx
Definição. Definimos £P(Z), 1 < p <oo, como o espaço das seqüências {ak} 
que satisfazem
keZ
Vv
< 00.
Em £P(Z) definimos a norma {ak} := £  |ak|P
V>
tnz) ' i 1 k jkeZ '
(1 < p < 00 ).
Analogamente aos espaços de Hilbert L2(R) e L2(0,27t), o espaço Í 2(Z) é 
também um espaço de Hilbert com produto interno
( {«kí > {Pk} )t2(z) = Z « k P k
keZ
Para toda f  e L!(0, 2n), definimos os coeficientes de Fourier da f pela 
fórmula
2*
ftk) = -r—-J ftx)e_ik3ídx ( 111)/7C 0
onde k e Z.
Assim, associamos para cada f  € L'(0, 2%) a função f  sobre Z, que para cada k
A
associa o correspondente coeficiente de Fourier, f(k).
A série de Fourier de f  é definida por
£  fík íe^ .
keZ
Como L2(0, 2n) c  L’(0, 2ti), [2], (1.1.1) pode ser aplicado para toda 
f  € L2(0, 2tc).
O teorema de Riesz-Fischer afirma que se {ck}keZ é uma seqüência tal que 
7. |ck|2 <oo então, existe alguma f € L2(0, 2n) tal que
keZ
2%
ck = ~ f  f(x)e-ikx dx. (k e Z)
2tx o
O teorema de Parseval afirma que
8onde f € L2(0, 2n) e g € L2(0, 2n).
Podemos sumarizar estes dois teoremas no que segue:
1.1.3 Teorema. A aplicação F: f  -» f é um isomorfismo de L2(0, 2it) sobre t 2{Z). 
Em outras palavras, F aplica L2(0, 2n) injetivamente sobre £2(Z) tal que vale a 
identidade de Parseval
2*
X l ck|2 = T -  J |f(*)|2dx, (f  e L2(0, 2n))
keZ 271 0
A
onde ck = f(k) é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f.
Dem.: veja [2],
Observação: Usaremos o símbolo de Kronecker ô com o significado usual,
Í1 s e i  = i’
[0 se i * j.
A
Definição Seja f  € L'(R), a transformada de Fourier de f, denotada por f , é 
definida por
f(co) = J f(x)e~'“x dx.
1.1.4 Teorema. Seja f  e L'(R) e a  um número real
(i) Se g(x) = f(x)eiax, então g(o)) = f(a>-a);
(ii) Se g(x) = f (x -a ) ,  então gíco) = f(®)e~,aü\
Como L2(R) não é um subconjunto de L‘(R) a definição de transformada de 
Fourier não se aplica diretamente para todas fúnçoes em L2(R). Veremos agora o 
teorema de Plancherel que estende a definição de transformada de Fourier para estas 
funções.
1.1.5 Teorema. Podemos associar para cada f e L2(R) uma função f e L2(R) tal 
que valem as seguintes propriedades:
A
(i) Se f  e L'(R) n  L2(R), então f  é a transformada de Fourier de f  previamente 
definida;
1
(ii) Para toda f e L2(R) , || f||2 = ^ f ; ( identidade de Parseval).
li 2
(iii) A aplicação f  »—> f  é um isomorfismo de L2(R) sobre L2(R);
A
(iv) As seguintes relações simétricas existem entre f  e f  :
A A
se cpA(oo) := J f(x)e_lx“ dx e vj/A(x) := J f(to)e‘xü' doo,
I
I A (pA -  f
Dem.. veja [13].
Observações:
A
(i) Para funções em L2(R) definimos: f(co) = Um cpA(co).A—*oo
(ii) O teorema 1.1.4 vale também para funções em L2(R) devido ao teorema acima.
Definição. A convoluçõo de duas funções f  e g em L’(0, 2n) é definida por
(f  * g)(x) := J f(y)g(x-y) dy, x e R.
Definição. Uma identidade aproximada é uma seqüência {<pn }tól de funções 
2n -  periódicas tal que,
(i) cpn(x) > 0, V x e R ,  V n e Z +:={l,2,..,.}
10
(ii) ~ - J  cpn(x)dx = 1, V n 6 Z+;2*Tt -  yr
(iii) para todo Ô e (O, n), lim
-6 *
J cpn(x)dx + J (pn(x)dx = 0.
N + 1J
1.1.6 Proposição. Os núcleos de Féjer {k n } definidos por
KN(x) -  £  f. -  lk' N 
formam uma identidade aproximada.
Dem.: veja [6],
k=-N
,ikx
1.1.7 Teorema. Sejam {<Pn}nil ^ a  identidade aproximada e f  e LP(R) com
1 < p < oo. Então (pn * f —> f em LP(R).
Dem.: veja [1].
1.1.8 Teorema. ( Lema de Fatou ). Seja (fn)neN uma seqüência de funções 
integráveis e não negativas que converge em quase toda parte para uma função f . Se
lim J fn(x)dx é finito, então f  é integrável e tem-se
J f(x)dx < lim_ n— J fn(x)dx.
Dem.: veja [10],
1.1.9 Teorema. ( Teorema da Convergência Dominada ). Seja (fn) uma seqüência 
de funções integráveis que converge em quase toda parte para uma função f. Se 
|fn(x)| < |g(x)| para todo n e g e L'(R), então f  é integrável e
11
«o «o
J f(x)dx = lim J fn(x)dx.
n —* »
Dem.: veja [10].
1.1.10 Lema. Seja f  e lHR)- Então a série Z  f(x + 2k7t) converge em quase
keZ
toda parte para uma função 2n -  periódica F. Além disto, a convergência em quase 
toda parte é absoluta e F e L^O, 2ti).
Dem.: A convergência em quase toda parte é estabelecida uma vez que
~ 2U+1)* 2*
J  |f(x)jdx = 2  J  |f(x)|dx = 2  /  |f(y + 2k7t)|dy,00 >
keZ 2k* keZ
2 *  2 *
Além disto, J f(x  + 2kn) dx < J Z  l^x + 2k?r)|dx
keZ keZ
2*
= Z  í  lf x^ + 2kíc)|dx
keZ
= J |f(x)|dx < 00 . D
Agora observe que para g e L2(R) a série ^
keZ
g(co+ 2kn) é convergente.
Com efeito, como g € L2(R) temos g e L2(R). Consequentemente, g(a>) L](R).
Portanto, pelo lema 1.1.10, a série ^
keZ
g(co + 2kn) converge em quase toda parte
para uma função G , G e L!(0, 2n).
2*
1.1.11 Lema. Se J  Z  |fn(x)|2dx < oo então,
neZ
Z  j  |fn(x)|2dx = í  Z  |fn(x)|2dx-
neZ 0 neZ
12
Dem.. Seja G(x) = ^  jfn(x)(2 < °o em quase toda parte. Então
neZ
^  |fn(x)|2 < G(x) e ^ ( 0,271). Logo pelo teorema 1.1.9,
nSN
2* 2* 2*
2  í lfn(x)|2dx = lim £  i lfn(x)|2dx = J lim £  lfn(x)|2dx
neZ 0 N->°° n<N 0 0 N - *“ nsN
2x
= J 2 M x)fdx- D
0 neZ
Definição. Dizemos que a seqüência de operadores {Tn} em L2(R) converge 
fortemente para T se para toda função f  emL2(R) vale lim |)Tnf -  Tf|| = 0.
1.2 Aproximação Multiresolução
Definição. Uma aproximação multiresolução de L2{R) é uma seqüência ( v j  deZ
subespaços fechados de L2(R) tal que valem as seguintes propriedades
Vj c  Vj+í V jeZ,  (1.2.1)
IJV j é densa em L2(R) e Q V j = {0} , (1.2.2)
jeZ jeZ
f(x) e  Vj <=> f(2x) e Vj+1 V j e Z ,  (1.2.3)
f(x) € Vj = > f ( x - 2 ' Jk) e Vj V k e Z ,  (1.2.4)
Existe um isomorfismo T de V0 sobre £2(Z) 
que comuta com a açâb de Z.
(1-2.5)
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Na propriedade (1.2.5), a ação de Z sobre V0 é a translação de funções por 
inteiros enquanto que a ação de Z sobre £2(Z) é a translação usual. Para melhor 
entendimento da frase “T comuta com a ação de Z”, observe o seguinte esquema,
V0 --------------► £2(Z)
gk =g(x -k )  s (n -k )
A aproximação de uma função f  e L2(R) por funções em Vj, chamada de 
aproximação na resolução 2 \  é definida como a projeção ortogonal de f  sobre Vj. Para 
calcular esta projeção ortogonal mostraremos, no capítulo 2, que existe uma função 
<|) e L2(R) tal que, para qualquer j e Z fixo,
(2 - S ( 2 'x - k ) ) k>z
é uma base ortonormal de Vj.
A informação adicional que se obtém na aproximação da resolução 2J+1 quando 
comparada com a resolução 2J, é dada por uma projeção ortogonal sobre o 
complemento ortogonal de Vj em v J*i-
Seja Oj este complemento ortogonal deVj em vJ+1. No capítulo 4, construímos 
uma função vjs tal que
é uma base ortonormal de O}.
Um exemplo de espaços V- satisfazendo (1.2.1) - (1.2.5) é
14
Vj = {f e L2(R); V k e Z : f é  constante em (2 Jk , 2~J(k + 1)) }.
Mostraremos que estes espaços, de fato, formam uma aproximação
multiresolução. Comecemos por (1.2.1).
Se f  e Vj então, f  é constante em (k2 'j , (k + l)2"j), isto é, f é constante
( iri , m + 2 „ í>) m . ,em |^ —2 J , —-— 2 JJ, onde k = —, m e Z ;  ou amda, f e constante em
(m2"(j+l) , (m + 2)2"(j+l)).
Logo, f  é constante em |m2~^+I^ , (m+l)2~^+1^ |, pois (m + l)2^i+1^ é o 
ponto médio do último intervalo acima. Disto segue que f e VJ+1 para todo j e Z .  
Portanto Vj e  VJ+1 Vj e Z.
Vejamos agora a primeira parte da propriedade (1.2.2).
Seja a seqüência fj k(x) = 2 >/2 f(2J x -  k) onde
f(x) =
c se 0 < x < Yi ,
-c  se Yi < x < 1,
0 para outros valores.
com c constante positiva. Neste caso temos fj k e [ J  Vj, ( tome j = 0  e k = 0).
jeZ
Nosso objetivo é mostrar que a [ J  V, é densa em L2(R), mostramos então que
jeZ
toda função g e L2(R) pode ser aproximada por uma combinação linear finita da 
família das fj>k , ( observe que fj k e ( J  Vj para todo k ). Este fato é provado no
jeZ
apêndice 1 para a função de Haar. Com isto construimos uma seqüência na ( J  V(
jeZ
que aproxima a função g pertencente a L2(R), ou seja, a união dos subespaços Vj é 
densa em L2(R).
15
Para provar que P |V j = (0}, mostraremos que se existe uma função nesta
jeZ
intersecção então esta função é nula.
Seja então f  e P |V j •
jeZ
Então f  e Vj+1, assim, por definição, f  é constante no intervalo 
(k2"^+1^ , (k + 1)2"^+1^ ), k e Z. Em particular, f  é constante em (-2”^+I^  , o) e
(o , 2"^J+|) j, ou ainda, podemos dizer que f é constante em (o , 2 " ^  ) = j^ O , — 2-J
Como f e P |V j , f  e Vj e assim f  é constante em (k2"J , (k + 1)2~J). Em
z
particular, f  é constante p.p. em (o , 2~}).
Como f é constante em (o , 2"J) segue que f também o é em —2"J , 2_j .
Suponhamos agora que f  € Vj_j, ( isto é verdade pois f  está na intersecção 
dos subespaços Vj ), então segue que f é constante no intervalo 
(k2~^~^, (k + l)2~(j_1^ . Em particular f  é constante em (o, 2~^_1^ ) = (o, 2.2~i).
Como f  e P ) Vj, f  pertence a Vj_n e, neste caso, f  é constante em
jeZ
(k2"^ 'n^ , (k + 1)2”^”^). Em particular, f  é constante em [o , 2~^~n^ ) = (o , 2n2"J).
Note que a medida que tomamos a função f pertencente a subespaços menores, 
ou seja, aumentando o valor de n, f  é constante em intervalos cada vez maiores (para 
todo j ). Portanto, quando n tende a infinito concluímos que f  é constante em (O, oo).
De modo análogo analisamos o comportamento de f  no intervalo (-oo, O), 
então podemos afirmar que f  é constante neste intervalo. Ou seja, f(x) é constante 
para todo x e R . Mas notemos que, sendo assim, a função f  deve ser nula pois, 
caso contrário, f  não seria de quadrado integrável e assim não pertenceria a nenhum 
subespaço Vj.
Portanto, se f  e f")Vj então f = 0. E (1.2.2) está provado.
jeZ
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Verifiquemos que (1.2.3) e (1.2.4) valem. Consideramos para os dois casos 
f e Vj, que por definição é equivalente a dizer que f(x) é constante para
k2~i < x < (k +1)2"'. Ou ainda,
f(x) = constante para k2”-i < x < ( k  + l)2”J 
o  f(2x) = constante para k2“j < 2x < (k + l)2_j
o  f(2x) = constante para k2”^ +1^ < x < (k + 1)2"^+1^ ,
o que significa que f(2x) e Vj+I para todo j € Z, e (1.2.3) vale.
Por outro lado,
f(x) = constante para k2~-’ < x < ( k  + l)2“J 
<=> f(x -  2 "^ ) = constante para k2”j < x -  2~*k < (k + 1)2“^
<=> f(x -  2"jk) = constante para 2k2”j < x < (2k -  l)2"j
o  f(x -  2”Jk) = constante para m2"J < x < (m + 1)2“J, (m = 2k) 
Portanto, f(x -  2~jk) está em Vj para todo k € Z. Com isto (1.2.4) está provado.
Finalmente, a propriedade (1.2.5). Definimos o operador T : V0 ->• i 2(Z) 
que associa a cada f  € V0 a seqüência (a k}keZ> onde a k é o valor da função f  no 
intervalo ( k , k+1 ).
A imagem de f e V 0 pelo operador T está em ( 2(Z), pois
k+1 k+1 
00 > J  |f(x))2dx = X  í  (f(x)|2dx = X  í  I a k|* d*
keZ k keZ k
= Z I  «kl2 -
keZ
Capítulo 2
Base ortonormal da aproximação multiresolução
Seja (Vj )jez uma aproximação multiresolução de L2 (R).
Provaremos que existe uma função <|> e L2(R) tal que, para todo j e  Z fixo, 
<t>j k(x) = V ' 1 <(>(2jx -  k), k e Z, é uma base ortonormal de Wy Faremos isto para
j = 0, ou seja, mostraremos que existe uma função <j) e L2(R) tal que <t>(x- k) é base 
de V0, k e Z .
A propriedade (1.2.3) da aproximação multiresolução nos permite estender este 
resultado para todo j € Z.
Como (VJ))ez é uma aproximação multiresolução, pela propriedade (1.2.5),
existe um isomorfismo T de V0 sobre £2(Z). Consequentemente, existe uma função 
g e V0, tal que,
Tt*) = íe«L 6Z-
( 1 se n = 0, ( ) / \
onde en = |  Q s e n ? i 0  ouseja, {en} = 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, ...).
Sabemos que T comuta com translação de inteiros, assim para k € Z,
(Tg)(x -  k) = T(g(x -  k)) = {en_k}n6Z.
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A seqüência {en_k}neZ é base de t 2{Z). Logo (g (x -k))keZ é uma base de 
V0. Portanto, existe uma função g e L2 (R) tal que (g(x -  k))keZ é base de V0.
2.1 Proposição. Se f  e V0 é tal que (Tf)(x) = {ak}keZ, então f  pode ser 
decomposta como f(x) = ^ a kg (x - k ) ,  onde (g (x -k))keZ ébasedeV 0.
keZ
Dem.. Sejam {ak}keZ e ^2(Z) imagem de f  e V0 pelo isomorfismo T, (da 
propriedade 1.2.5), e (g (x -k ))keZ base de V0. Então, para esta função f
f a k l k e Z  =  ( T f ) ( x )  =  T  2  P k g ( x  “  k ) l  =  X  P k l t g í x  -  k ) )
' keZ '  keZ
e n-k 
keZ
- Z f c
= Z  Pk (.. . ,0,1,0,. ..)= E  (. . . ,0,pk,0,...) -  {pkj
keZ keZ
Portanto f(x) = ^ a kg(x - k ) .  □
k e Z '
keZ
Vejamos agora como pode ser escrita a transformada de Fourier de funções que 
estão no subespaço V0. O lema a seguir nos diz que as transformadas de Fourier 
destas funções são escritas como o produto de funções Hf, 2% -  periódicas, pela 
transformada de Fourier da função g.
2.2 Lema. Se (g (x -k ))keZ gera V0 então, para toda f  e V0, existe 
H f e L2(0, 2n) tal que
f(co) = H f (co) g(<o).
Dem.. Seja f e  V0 c L 2(R). Como (g(x- k))keZ é base de V0 temos, 
f(x)= X  a kg(x -  k), onde {ak}keZ e £2(Z). Então,
keZ
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f(co) = J f(x) e“IU)X dx = J a k8(x -  k)
°L keZ
e~'“x dx
= f  S  a kg(y) e"‘“y e
— V keZ
iojy — iojk dy, fazendo x = y + k
= f f Z  a ke_il-iüik
keZ
g(y) e"lwy dy = Z  a ke"lü)k J g(y)e",toy dy
keZ
= Z  a ke_,k“ g(©)-
keZ
Definindo Hf(©) := Z  a ke_iku> como símbolo associado a seqüência {ak}
keZ
A
temos, para todo co e R, f(to) = Hf(co) g(co).
De fato temos que H f e L2(0, 2n), pois pela identidade de Parseval
2*
J  |Hf(©)|2dco = 2« Z  la k|2 < 00 • □
k<=Z
2.3 Teorema. Seja (Vj)jez uma aproximação multiresolução de L2(R). Para toda 
função g € V0 onde (g(x -  k))k€? gera V0 no sentido que para f e V0 
f(x) = ^  pkg(x -  k) existem constantes c, > 0 e c2 > 0 tais que,
k € Z
g(© + 2kít) < c
em quase toda parte.
Dem.. Por hipótese, existe um isomorfomismo T de V0 sobre £2(Z) tal que
T: V0 — * l \ Z )
f  ► t a )
Definamos em V0 as normas | | . ||a e | | . ||b:
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f  lia : =  Il f  II 2
U|f||b:=«Tf||,2 , f € V0-
Pelo fato de T~x:?2 (Z) V0 ser contínuo, existe uma constante c'> 0 tal que,
|| f | ,  = I T_1({ak}) \(2 < c ||{<xk}|/2 
para toda {cck}keZ e £ 2(Z), ou seja, ||f ||2 < c' |{ak}|<2.
Por outro lado, o fato de T ser contínua implica que existe uma constante c > 0
tal que,
1 Tf ||,2 < — || f  ||2 para toda f  e V0,
isto é, c || Tf |,2 < I f  ||2, para toda f € V0, ou ainda, c ||{ak/|j^ ^ II f ||2 onde
T f= { ak}ksZ e t 2(Z).
Logo, existe constantes positivas c e c’ tais que, para toda f  e V0 vale
(2.1)
onde Tf = {ak}keZ. 
Agora, note que,
2 71
A
f (2.2)
Hf (©) g(co) doo, pelo lema 2.2
2(k+l)ir
keZ
g(<0) do
NrC*JP
k E Z
g(x + 2k n) dx ( (o = x + 2kn )
keZ
g(x + 2k7l) dx. ( lema 1.1.11 )
Além disto, observe que como Hf(co) = ^  a keik“ , onde {ak} e £2(Z) ( lema
keZ
2.2 ), podemos, pelo isomorfismo entre os espaços L2(0, 2n) e £2(Z), escrever
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a k t  = 2  k T  = ^ * í  |Hf (ú))|2dco= ||Hf f 2
keZ (0,2*) '
(2.3)
Assim a partir de ( 2.2 ) a desigualdade dupla ( 2.1 ) pode ser formulada como:
A 2
g(x + 2kn)
keZ'^1 HfII2 * lHf (x)|2 Z
dx < c'2 I I  Hf IP,
ou ainda,
< _ L  í  lH f ( x)l y
-  | Hfe  á í
g(x + 2kíi) dx < c’2.
Agora tomamos uma seqüência de funções (fN) tais que as correspondentes
razões
Hf
‘N
2
I2Hf I2
formem uma identidade aproximada.
Sejam KN o núcleo de Féjer: KN(x) = ^  1 -
k=-N N + 1
fN= (F o T)*’(^K n ), sendo F 0 isomorfismo do teorema 1.1.3 . Então
Hf(x) = HfN (x0 -  x), ( 0 < x0 < 27i ) onde H fN(x) = ^K N(x), obtemos
2
T  ~  ^-N»
H f
pois H,fllL2(o,2») "  2n
2k 2*
J  |Hf(x)|2dx = |HfN(x0 - x ) dx
=  Ü  k n ( x 0 -  X)dx = 1, 
Zn  0
( proposição 1.1.6 ).
Portanto,
c2 < - í- J  K n (x 0 -  x)<D(x)dx < c'2,
Z71 0
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onde definimos <E(x):= y .
keZ
g(x + 2k7t)
Usando a definição de convolução ( o fato de O e L'(R) garante que a 
convolução está bem definida) obtemos da desigualdade acima
c2 < (Kn * O)(x0) < c-2,
e, pelo teorema 1.1.7,
Kn * í> -> O,
em quase toda parte.
Portanto, existem constantes c, > 0 e c2 > 0 tais que,
keZ
g(x + 2k7r)
em quase toda parte. □
Ou ainda, com este teorema, podemos afirmar que existem constantes 
A > 0 e B > 0 tais que,
A S  I
vkeZ
g(co + 2kn) < B, (2.4)
em quase toda parte.
A pergunta que se põe agora é se existe uma f e  V0 tal que (<j)(x- k))k€Z 
seja base ortonormal de V0. Poderíamos tentar a partir de (g (x -k ))keZ obter uma 
base ortogonal usando o processo de Gram-Schmidt. A questão é se esta nova base, 
hk, provém de uma função h que satisfaz hk (x): = h(x -  k), k € Z .
Seja então h0:=g0, onde gk(x):= g(x-k),  k e Z .  Assim,
<gi. h 0 >h , :=  gi h 0 ;
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. . <g-i. h o> . <g-i. h i)  K .
“-1--  g-J li 1(2 h 0 li li2 “1 ’
hi
ou seja, h„ =
go
I80IÍ2
se n = O,
gn -  H  (  gn» hj )  se n > ° .
|j|<n h:
gn -  S  (ßn> hj
|j|<n h;J ll2
(gn»h_n) .. ..2 se n < 0.
II -n||2
Agora observe o seguinte: ( k = 1)
,  ,  s ,  * <gi0 0 . ho(x) > ,hi(x) = gi(x) -  ------ -— jj5-------h0(x)
II ho|2
g(x -  1) -  ( g(x -  1) , X T " )  T H T ’ p°is ho(x) = gõ(x) = g(x)-
g g
Note que ( g(x -  1) , g(x)
g
= 0 se, e somente se, g, e g0 são
ortogonais; neste caso não necessitamos da ortogonalização, e temos h, (x) = g(x -1).
Por outro lado, se g, e g0 não são ortogonais a nova base apesar de ortogonal 
perdeu a propriedade h,(x) = h(x -  1) que é uma propriedade importante da 
aproximação multiresolução; devido a isto não podemos usar o processo de Gram- 
Schmidt.
Vamos então ortogonalizar a base (g(x- k))keZ baseados na transformada de
Fourier.
Antes, porém, vejamos um teorema que garante podermos expressar a
ortonormalidade da família (<|>(x -  k))keZ como ^
keZ
<j>(x + 2kjr) =  1.
24
2.4 Teorema. Para qualquer função <f) e L2(R), as seguintes afirmações são 
equivalentes:
(i) {<t>(x -  k) ; k e Z } é  uma família ortonormal no sentido que
( <|>(x -  k) , <J)(x -  £)) = Ôk e, k, í  e Z.
(ii) A transformada de Fourier (j) de <|) satisfaz
Í(x) e-lJX dx = 6jf0, j e Z.
(iii) A identidade
keZ
4>(x -+• 2k7c) =  1
vale para quase todo x.
Dem.. Como <Kx) está em L'(R) segue, do lema 1.1.10, que a série infinita
keZ
(j»(x 2k7t)
que define a função G, converge em quase toda parte para G e, que G e L‘(0, 2n). 
Agora, para cada j e Z, o j-ésimo coeficiente de Fourier de G é
2*
,(G):= 2^-J e~1JXG(x)dx
-IJX (x + 2kít) dx
2<k+l>*
e^ 71 keZ 2k*
yy í(y) dy, ( y = x + 2krc )
e
-yy <Ky) dy
j  e Z.
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Portanto, G(x) = ^  Cj(G) e"ljx = X  Sj>0 e"1JX = 1 o que prova (ii) <=> (iii).
jeZ jeZ
Falta provar a equivalência entre (i) e (ii).
CO
ôM -  < (t>(x -  k) , <t>(x -  t) > = J <t)(x -  k) <|>(x -  0  dx
«e
= J <t»(y -  j) <l>(y) dy ( k  = j + ! e y = x - í )
-ijy *(y) dy
= Ôj.o j e Z. □
Sendo assim, a função <J> que procuramos tal que (<J»(x-k))keZ seja base 
ortonormal de V0 deve ter transformada de Fourier satisfazendo:
keZ
<()(©+2tor) =  1 (2.5)
e pelo fato de <)> estar em V0 temos, pelo lema 2.2, que sua transformada de Fourier se 
escreve como:
♦(a>) = H,(a>)g(a>), (2.6)
keZ
Suponhamos que (2.5) e (2.6) sejam satisfeitas.
A A
Então observe que <K© + 2k7t) = H(í(cD)g(© + 2k7t). Logo,
<|>(co + 2kjr) g(to + 2kn)
ou ainda,
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keZ
<|)(cd + 2k n)
keZ
g(co + 2k7i)
Mas, por (2.5),
i = |h , ( o>)|2 £
iceZ
g(co + 2krc)
E disto segue que
keZ
g(CD + 2k7l) (2.7)
f  ^
que faz sentido pois, A < I
V keZ
g(ío + 2k7i)
2 \ } '2
< B, 0 < A, B < oo em quase
toda parte.
A equação (2.4) prova que (2.7) define uma função H0 e L2(0, 2n). Com
efeito,
2 *  2 *  
J |H*(©)|2d© = J ( i\Y i
keZ
g(o> +  2k n ) d©
2
- í
keZ
g(o) + 2kn)
2*
J 4 -■dío < I — rdoo
- 27t < oo.
Podemos portanto, definir <j) e L2(R) por
<K©) =
\ keZ
g(ü) +  2k7t)
A
g(e>)- (2.8)
Por construção
keZ
4>(co +  2k7t) = 1 o que implica que (<(>(•- k))keZ são
ortonormais.
Por outro lado, seja V0* o espaço gerado pelas funções <(>(•- k), isto é,
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v 0' =  f / f ( x ) = I n * ( x - k ) ,  {Yk} e «2(z> ■
keZ
Analogamente ao que foi feito no lema 2.2 obtemos que a transformada de
A A A
Fourier, f ,  de f  em V0‘, é escrita como f(co) = Hf(co)<t»(co) onde 
H f(©):= ^  Yke_ik“ »assim
keZ
V0* = j f  / f(co) = Hf(©)£(<»), Hf € L2(0, 2jt)|, 
usando agora (2.8) e definindo G(íd):= Hf(a)Htf(©), temos
V0* = j f  / f(co) = G(co)g((io), G(ío) € L2(0, 27i)j
- j f  / f w - S P i « " 4“ *(»). (Pkh « J(z)[
t keZ J
= j f  / f ( x ) = £ p t g(x-lt),  {Pt } e í 2(Z)[
l keZ J
= V0 (pois g(--k) é base de V0 ),
isto é, o espaço gerado pelas <(>(• -  k) é idêntico ao espaço gerado por g(- -  k). Como 
<(>(•- k) são ortonormais temos que (<(>(• - k))keZ é base ortonormal de V0.
Observe que para termos a ortonormalidade da família (4>(x-k))keZ
A
precisamos definir <(> como
keZ
gÍ£D + 2k7t)
2 V K  a
g((o),
onde {(g(— k)); k e z) é base de V0. Chamamos este processo de truque da 
ortogonal ização.
Capítulo 3
Propriedades de uma função para obtermos uma 
aproximação multiresolução
Neste capítulo veremos condições que tem que ser satisfeitas por uma função <|) 
para obtermos uma aproximação multiresolução, isto é, se § gera uma família 
ortonormal
para cada j, podemos considerar os espaços Vj gerados por estas <j> j k. A pergunta é 
se estes (Vjj  ^ formam uma aproximação multiresolução, na realidade, uma
aproximação multiresolução regular. A resposta vai ser dada em função de H0, que 
caracteriza a transformada de Fourier de <f> ( veja lema 2.2 ).
Inicialmente vamos impor uma condição de regularidade sobre a aproximação 
multiresolução de L2(R).
Definição. Dizemos que uma função f e L2(R) é regular se, e somente se, é 
continuamente diferenciável e satisfaz. 3 c > 0 , tal que, V x e R
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|f(x)| < -— 7 —r  e |f'(x)| < c
(l + |x|)~ (l + |x|)
Uma aproximação multiresolução (Vj)  ^ é dita regular se, e somente se, <J> é 
regular.
Mostramos, no capítulo 2, que as transformadas de Fourier das funções em V0 
são caracterizadas por funções Hf 2n -  periódica, em particular isto vale para a 
função (j> que gera a base ortonormal de V0. Vamos agora descrever as propriedades 
das funções Hf . Para isto assumiremos a regularidade da aproximação multiresolução.
Observe que (2~^ <|>(2'2x -  k))kez é base ortonormal de V_2, logo 
\
e V_2. A propriedade (1.2.3) da aproximação multiresolução nos diz que
f(x) e Vj o  f(2x) € Vj+1, então y4>(yj e v -i Mas como V_, é subconjunto 
de V0 segue que
j { j ) s V . , C V0.
A  função y  ^ ( y j  P°de assim ser decomposta na base ortonormal (<j>(x -  k))k€Z
de V0:
1 keZ
onde hk = y j  ^ (y )  4>(x -  k) dx. Equivalentemente,
keZ
4>(x)= X  hk2((»(2x -  k), (3.1)
onde hk = 2 J <|>(x) <(>(2x -  k) dx.
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Observe que se (Vj) é regular, segue que o decaimento assintótico de hkjeZ
satisfaz
|hk|=o[(i+kT'].
De fato, a regularidade da aproximação multiresolução ( v j  ^ garante a 
existência de uma constante c> 0 tal que |<|>(x)| < ——~ 2 para todo x e R.(1 +
Então,
f~ f” 1
k \ = J 2<()(x) <()(2x -  k) dx < 2J |<(>(x)| |<|)(2x -  k) dx
ce
- 2Í
C*
(l + |x|) (l + |2x -  k|)'
dx
(l + x2) [l + (x + k)2]
dx, pois (l + |x|)2 >l  + x e |2x + k|>|x + k|;
1 + (y + VS
■ dx, fazendo x = y -  —;
= 2/ cc
2 U + y2 + k /4
1 1 +
l+(y + /-2
dy
< c c' f 1 . k2/  1 + / 4
1 1 +
) 1 + (y + %
dy, pois
k2 k2
1 + y2 + ~:7~ > 1 + —r- Com isto, 4 4
1 + k‘
dy, pois 4 + k2 > 1 + k2
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4cc' f 1
1 + k2 j_
1 + (y -  k/ 2r
4cc' 2n 2n 8cc'n
1 + k2 2 + 2 "  1 + k 2
dy + í
l+ ( y  + y2)‘•dy
Chamando C = 8cc' n obtemos o resultado desejado, ou seja, |hk | <
Agora observe que (3.1) tem a transformada de Fourier:
f e  = í  2 > k2 * ( 2 x - k )
LkeZ
e_líx dx, fazendo y = 2x -  k
= J í  2  hke_ií^ ]  <t>(y)e',f^  dy
•“V keZ J
o»
=  S  hke_,k^ í  <t>(y) e " ‘y ^  d y .
keZ
Definindo H
keZ
-ikí/
hue 72 obtemos
t\ f\ 
Fazendo co = y, obtemos <()(2co) = H í^co) • <t»(to).
(3.2)
(3.3)
A seguir veremos um teorema que dá condições necessárias sobre a função H0. 
Antes, porém, demonstraremos dois lemas.
3.1 Lema. Seja V] uma aproximação multiresolução regular e Pv a projeção sobre 
Vj então para toda f e L2(R),
(pVjf)(x) = 2i| _K(2 ix,2iy) f(y)dy
onde
K(x,y) = 2  “ k>*(y ~ k)> í3-4)
keZ
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esta série e a integral convergem absolutamente.
Dem.. A série (3.4) de fato converge absolutamente,
c2
2  l4>(x -  k)| <|>(y -  k) < X  ----- ;------ 7 7 7 —,-----’ pois * é reguIar
1 keZ (l + |x -  k|) (l + |y -  k|)keZ
c2
kez (1 + |x| -  |k|)2(l + |y| -  |k|)"
2________________________________ 2 
Y ' _____________ y  _
< á í  (-Ik|)2 • (-|k |)2 = á í  V  
k#0 k*0
00 -
“ 2c2 2  F -k=l K
” 1Como X  —r  converge, pelo critério da comparação, a série (3.4) converge 
kTi k
absolutamente.
Note agora que para f  e L2(R) e j e Z,
^Vjf = ^ ( ^ j . k ’ 
keZ
(pv.f)(x) = £  { ‘b.k* f)<f>j,k(x)
= Jím X  ( 4»j,k.
N - *°° IklsN
= Jim X  í  $j,k(y)f(y)dy *j,k(x)N —»00 1. . '
ou seja,
N->” IkUN
= X í ♦j.kíx) <l>j,k(y) f(y)dy
N^ "  IkUN
eo
= lim X  J 2^(2^ x -  k) <J)(2^ y -  k) f(y)dy.
IkláN •“
Observe que vale a desigualdade
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V Y ,  4>(2jx - k )  <t>(2 Jy -  k)f(y)
k e Z ( l  + 2 i | x - y | ) '
M - (3.5)
Com efeito,
2 J 2  <t>(2 Jx -  k) (j)(2Jy -  k)f(y) (l + |2 Jx -  2 Jy|)"
k <=z
< 2j2
kez ( l  + ^ x - k j )  (l + | 2j y - k
|f(y)|(l + 2 J |x-y | ) :
Mas, l + |2 -ix - 2 -iy|< l + |2jx - k |  + |2-iy -k j  que por sua vez é menor ou igual 
à l + j2 jx - k |  + |2 jy - k |  + j2 jx - k | 2 Jy -k |  o que implica
l + |2 jx - 2 jy| < l + |2 Jx -  k| + |2Jy -  k|(l + |2 jx -  k|)
= (l + |2 jx -  k|) (l + |2 jy -  kj), 
e elevando ao quadrado obtemos esta última igualdade obtemos 
(l + |2jx - 2 jy|) <(l + |2jx-k| )  (l + j2jy-k[) . Logo,
2J 2  <K2Jx - k) 4>(2Jy ~ k) f(y) í1 + 21x " y|)
c0ci |f(y)| (l + |2 Jx -  k|)2 (l + |2 Jy -  k
keZ
< 2jX
kez (l + |2 ^x-k | )  (l + |2 j y - k
= c|f(y)|, onde c = 2 jc0c1.
Definimos agora para j e Z, G(y):= ------ -^7 -^ — ~r. Esta função G
(l + 2 J|x -  y|)
pertence a L!(R), pois
f
( l  + 2 i | x - y [ ) ‘
■|f(y)|dy
(l + 2’| x - y | ) ‘
dy
'  CO
í  |f(y)f dy <QO,
pela desigualdade de Schwarz.
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Com isto podemos usar o teorema da convergência dominada sobre a série (3 .5) 
para obter:
CO
ÍPv.fkx) = J lim y \  2j<{>(2jx -  k) <t>Í2jy -  k) f(y)dy
' J 7 -»N^ °°|k|sN
= J  X  2J<t>(2Jx -  k) <j>(2Jy -  k) f(y)dy
keZ
co
= 2 jJ K(2jx , 2jy)f(y)dy. □
Chamaremos de núcleo da projeção ortogonal Pv. a 2 jk ( 2 j x , 2 Jy),  onde 
K(x, y) = X  <(»(x -  k) <j>(y -  k).
keZ
O próximo lema mostra que o núcleo K(x,y) satisfaz J K(x, y)dy = 1.
3.2 Lema. Seja g uma função regular e A(x,y) = ^  g(x -  k) g(y -  k). São
k<=Z
equivalentes:
(0 í  A(x, y)dy = 1 , para quase todo x
(ii) A seqüência de operadores (TJ' J' jeZ
(Tjf)(x) = 2 jJ A(2jx ( 2Jy) f(y) dy, f  e L2, tende para a 
identidade I, no sentido da convergência forte para operadores.
Dem.. Primeiro demonstraremos (i) => (ii).
Como g é regular, num raciocínio análogo ao feito para provar (3.5) obtemos: 
que existe c’> 0 tal que,
lAM  * r i c .»a ■(1 + |x -  y|)
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ao co
Por hipótese, J A(u,co)dco = 1 ou 2J J A(2jx , 2-iy)dy = 1. Entâo,
T-f — fj 2 2jJ A(2j • , 2Jy)f(y)dy -  f(-) 2 jJ A(2j • , 2jy)dy
2Jj  A(2J • , 2Jy) [f(y) -  f(-)]dy
J  A(2j • , t) [f(2-*t) -  f(-)]dt , fazendo a subst. t = 2Jy
Cl
J
= c'
“ (l + |2j ■- t l) 2
> 2"j t = x -  2'
«o
f 1
(1 + W)2
1
I I W .
|f(2 'j t) -  f(-)| dt , e fazendo a mudança de variável
do
" M i  + M)2
generalizada. Portanto,
-  2”-ico) -  f(*)|| dco, pela desigualdade de Minkowski
Tjf -  f dco.
A prova deste lema segue dividindo a integral acima em duas partes. Primeiro, 
para cada s > 0, escolhemos M > 0 tão grande que
l  - 7 7TuliM 1 + |cor
-dco < E.
Como f e L2(R) para |o| < M ,
|| f(—2"jco)-f(-)
uniformemente, quando j —> oo.
- > 0
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Portanto, lim T:f -  f  = 0 para todo j e Z, ou seja, a seqüência de
j —»00 " J II
operadores (T:) converge fortemente para a identidade.' J' jeZ
Demostraremos agora que (ii) =^(i), ou seja, se lim T:f -  f  = 0 entãoj—»oo » ^
J  A(x, y)dy = 1 para quase todo x.
Definimos a (x ):= J  A(x,y)dy. Esta função a(x) tem período 1. De fato,
«0 OO
a(x + 1) = J a (x  + 1, y)dy = J  ][] g(x + 1 -  k) g(y -  k) dy
1 keZ
=  J  X  g ( x  -  m )  g ( y  -  m  -  l )  d y ,  f i z e m o s  a  m u d a n ç a  m  =  k  -  1;
m e Z
«o
= J X  g(x -  m) g(u -  m) du, com a variável u = y -  1.
-~meZ
= ot(x).
t  t  c1 O fato de |A(x,y)| < ——■------j- implica que
(l+|x-y|)
M x >l ^  J  f ------- T r d y < c ' J  ---------d y  -2 =  C7t < oo,
-  (l + |x -y |)  -  1 + (x + y)
ou seja, a  e L"(R).
Para provar que a(x) = 1, é suficiente considerar f  como sendo a função 
indicadora do intervalo [-1,1], ou seja,
fí íi « x . K i j ,
[o se x í  [-1, l].
Tomemos 0 < r < l ,  x e  [—r, r]. Para esta função f  temos:
I
(Tjf)(x) = J 2JA(2Jx, 2Jy)dy.
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Podemos escrever esta integral como:
(Xjf)(x) = J 2JA(2j x , 2jy)dy -  J 2jA(2Jx , 2jy)dy -  J 2jA(2jx , 2jy)dy
-« 1
co -1 oo
= J A(2Jx , co)da> -  2-* J a(2-*x , 2j y)dy + J a(2^x , 2-iy)dy
o que implica
(TJf)(x) = a(2j x )-0 (2 ~ j),
pois
V
-1 «J A(2jx , 2 jy)dy + J A(2jx , 2jy)dy
-1 ~
4jJ  |a (2jx , 2jy)| dy + 4jJ  |a (2jx , 2jy)| dy
(3.6)
< 4jJ
-]
< 4 JJ  
- í
(l+2í|x-y|)'
-dy + 4
C -áy + 4j J C
4j |x-y| 1 4j(x-y)
(l+2'|x-y|)
■dy
-dy
° dy + J -— rrdy
(x -  y) > (x -  y)
-i
( x - y ) . (x-y)J
1 1
X +  1 X -  1
x2 -1
< L > 0 , pois x e [ - r ,r ]  , 0 < r < l .
Ou seja, 2J
-1  CD
J  A (2 'x ,2 Jy )d y + ÍA (2 'x  , 2jy)dy = 0{2-J).
Como a(2J(x + 2 '])| -  a(2Jx + 1) = a(21x), temos que cc(2Jx} é 2 '1- 
periódica e converge fortemente para 1 em L2([-r, r]). Com efeito, por (3.6),
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a(2J •) -  1 L2(Kr]) (Tjf)(-) + 0(2"J) -  
(Tjf)(-) -  f(-) I+  | 0(2‘J) -  1 + f(.)
(Tjf)(-) -  f() I + 10(2~J) I + || f(0 -  11.
Note que, quando j -* a>, por hipótese |j (Tjf*)(*) -  f(-) I 0, e também |jo(2~J)
Como, x e [-r,r] , 0 < r < 1, f(x) = 1, já que f  é a função indicadora do 
intervalo [-1, l].
Logo |)f(-) -  1 || = 0.
0.
Portanto a  é 1. □
O teorema a seguir da condições necessárias sobre a função 2n -periódica H0 
que surgiu quando calculamos a transformada de Fourier da função <j) que gera a 
aproximação multiresolução ( observe que estamos pressupondo a regularidade da 
aproximação multiresolução).
3.3 Teorema. A função Htf(co) = Z  hke_lk“ satisfaz:
keZ
(0
(Ü)
= 1 (3.7)
(3.8)
Dem..
A
(i) Sabemos, pelo item (iii) do teorema 2.4, que a transformada de Fourier § 
satisfaz
k€Z
<|>(x + 2k7i) = 1 então obviamente temos para x = 2co,
keZ
c|>(2co + 2krc) = 1.
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Por (3.3), <t>(2co) = (©)<(>(©) assim podemos reescrever a soma acima
como
X  |Hd(© + tai)
keZ
pelos fatos de H0 ser 27i-periódica e ^
4>( co + tar)
((»(o + 2tot)
keZ
r
= 1,
= 1 obtemos
S W o  + M 2 |h ^(co)|2 + X
Vk par y Vk ímpar
(j)(© + k7t) H / ©  +  j t ) |2 =  1.
1 2 I2Logo jHtf (cd) + H j^Ícò + ::)[ = 1 e, (i) está provado.
(ii) Para provar que |h  ^  (0)[ = 1, mostraremos inicialmente que 4>(0) = 1.
Pela propriedade (1.2.2) da aproximação multiresolução ( J  V; é denso em
jeZ
L (R) e isto implica que a seqüência das projeções ortogonais sobre V,, |PV.
j<=Z
tende para a identidade I. Usando então o lema 3.2 temos, J K(x,y)dy = 1. 
Consequentemente, pela definição de K
1 = j  2  ^ x_ kH(y -  k)dy
’ keZ
e fazendo a mudança de variável © = y -  k, obtemos,
1 = X  -  k) í  4>(©M©,
keZ
ou ainda, 1 = ^  <|)(x -  k) <j»(0).
keZ
Agora integrando (3.9) em relação a x, no intervalo [0,1], obtemos
(3.9)
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keZ
=  í ( 0 )  X  J  t â ) d Ç  ,
keZ -k
pois £, = x -  k
= 4»(0) j  *(£)&,
Consequentemente temos 1 =
= <K0) (f)(0).
2
ou ♦(o); = 1. Mas por (3.3), <>(2cd) = HJ©) <()(©)
logo m *(o ) Portanto Há(0) = 1. □
O próximo teorema da condições suficientes que tem que ser satisfeitas pela 
função H0 para que a função <|> gere uma aproximação multiresolução regular ( note 
que Hé é a função 2n -periódica que caracteriza a transformada de Fourier de <j) ).
3.4 Teorema. Seja H^ío) = ^  hke-iküJ tal que
keZ
|hk|=  o [ ( l  + k2)-1], 
|h,(o)| = í,
|h *(©)|2 + |h 0(© + 7c)|2 = í,
H^í©) * 0 sobre [ - y  , y
(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)
Se <(> é definida por
<!>(©) := f l H tf(2"kco),
k=l
(3.14)
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a função <j)(co) é a transformada de Fourier de uma função <(> tal que (4>(x — k))keZ é 
uma família ortonormal.
Seja Vj o subespaço de L2(R) gerado por <j> jik(x) = 2 '2 <t)(2jx -  k), k e Z.
Se 4» é regular, então a seqüência de subespaços vetoriais (Vj) é uma 
aproximação multiresolução regular de L2(R).
Dem.. Demonstraremos este teorema em duas partes,
(a) mostramos que <J> e L2(R) e (<t>(x-k))keZ é uma família ortonormal;
(b) se Vj é o espaço gerado pela família í 2 ^  <j)(2Jx -  k) 1 , mostramos que a
^ keZ
seqüência (Vj) é uma aproximação multiresolução de L2(R).jeZ
A 1(a) Primeiro vamos provar que <|> e L (R).
Para simplificar a notação denotaremos M(co) = (h^(cd)|2, para todo co e, por 
M,(co) (£>í) a função contínua definida por:
J° se |©| > 2(n,
Mf(cú) ~ |m (y )m (x) ••• m (^ )  se M < 2'k.
Usaremos o seguinte lema na demonstração.
3.5 Lema. Para todo í  € N , 1 * 0 ,
f  \2 tí se n = 0,
I" = J M#(©) e dco = \ .[0 se n^O .
Dem. (do lema). Vamos dividir a integral 1“ em duas partes:
0 2lx
I? = J  M,((o)em“dco + J  M,(oí))em“d©. (3.15)
-■>1. 0
Como m (2"í ib + 2,_iit) = |h , (2"í<0 + 2 '" 'ji)|2
keZ
S h - ik 2  -*(0 - i k 2 <_^ir ke e
k<=Z
keZ
= M(2 jco) para 0< )< i,  
ou seja, M(2“j© + 2j- í7c) = M(2~jco), 0 < j < t  e, m(2“*<») + m(2- íco + k) = í ,
(por (3.7)), fazendo a mudança de variável co = Ç+2*7t na segunda integral em 
(3.15), obtemos
0 0 
I? = J M,(4) e^dÇ + J M e(^ + 2en) e ^ * 2^ ;
-2l * -2* TC
0 0 
= J M<(^ + 2 í 7r)einíei2Í,tnd  ^ + J M,fé) e^dÇ
-2en -2er
0
= J  [M((5 + 2 'It) + M(fâ ]e “idÇ
-2(k
-  S t [ m ^ )  ... m ( - ^ )  + m(4) .. M ( f )] e”f dÇ
0
= J  [m(2-1é) ... m (2"^+  Tl) + m(2-1£) ... m(2 _í4)] e”1 dÇ
0
= J  M(-jir) e”s dÇ.
-2 JT
E como M é 2rc-periódica, esta última igualdade implica que
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=  J  M(y) ... e“1“ d© =
2 *
-2
Consequentemente,
Tn -  Tn -  ~  1í-l “ •
í 2n se n = 0, 
= Tn = í
1 [O se n 5* 0.
A última igualdade segue do seguinte fato
0 2*
1“ =  J  M (f Je™ do + J  M (f )ete“ d© 
-2* 0
0 0 
=  J  M f f j e “ 1 d£+ J
- 2 *  - 2 t
0
= f [m(2"^) + M(2_14 + TiJJe  ^dÇ
f27t se n = 0,
[O
E está provado o lema. □
-2*
= L e^ = l O  se n * 0.
Continuemos a prova do teorema considerando o produto infinito
oo
M^íco) = lim M ^cd) = ] j [ m ( 2 "-ícd)^—*00
J=1
= n  k ( 2 - M i ! = 
j-1
n H , ( r - . )
j=i
Como 0 < M(co) < 1, este produto converge. Por (3.14), vale a igualdade,
M00(©) = <K®)
podemos escrever então
oo «o
J  M00(©)d© = J  lim M^coMco.
(3.16)
Pelo lema de Fatou
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J  lim Mf(co)dco < lim J  M^ (co)dco.too í oo „oo
Do lema 3.5, para n = 0, temos finalmente que
lim J  M^(a)da) = 2n ou que J  M.íooMto < 2%. (3.17)
A A
Sendo assim, <|)(a>) = Jco) define uma função ^ que está em L2(R).
j=i
O que prova a primeira parte do item (a).
Provaremos agora a segunda parte.
Devemos mostrar que (<l>(x-k))keZ é uma família ortonormal. Para este 
propósito usaremos o lema 3.5 e aplicaremos o teorema da convergência dominada 
sobre a seqüência de funções (M^ífflje“") .
A
Seja <() a transformada de Fourier inversa de 4».
A função M„, pode ser reescrita como
M J(ú) = n M ( 2 ' jro) = e’08 
j=i
>1 = ej=1
Como satifaz (3.10) e (3.11) segue que log(M(©)) = 0 (g>) na vizinhança 
do zero. Portanto,
lim M^íco) = M^ÍO) = 1. (3.18)o)—»0
Jáque H (^co) = ^  hke*to e |hk| = 0 |(l + k2) | seguequeH^ é uma
keZ 1 J
função contínua.
A partir da propriedade (3.13) junto com (3.18) nos podemos garantir que 
existe c> 0  tal que, para todo © e [-j i ,7 r ]
M » > c  (3.19)
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Observe agora o seguinte: 
para |co| < 2e n , temos
ao
M .w = n M ( í )
j=i
= M (f)M (^) ... ...
00
= M »  n M # r )
j=l
oo
= m ,( íd) r i M(2"j f-)
j=i
= M ^ffljM «^); para0 < j< ^ .
\ M.í©)Consequentemente, MA©) = -----—r  > 0.
M- ( f )
Por outro lado,
M ja )  1 , . 1 , .M_(©) < -M j© ) .
-  -  o
Portanto,
0 < M,(©) < -M .(© ). (3.20)c
para |©|>2*7C, Mí(©) = 0.
Logo a inequação (3.20) vale para todo © e R.
Provamos em (3.17) que MK € L‘(R), com isto podemos aplicar o teorema 
da convergência dominada sobre a sequência de funções (M,(©)em<0)feZ para 
obtermos
J  M^íwje“1“ d© = lim J  M^(©)em“ d©.
t “*oo
Logo do lema 3.5, tiramos que
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f , , ■ í2 tc se n = 0,J Mjffiíe““ d© = 1[0 se n * 0.
Agora aplicando a identidade de Parseval ao produto interno (<[>(•), <)>(•- k) ). 
teremos:
1 /  A A \( <|)(x), «|)(x -  k) ) = — ( <|)(x), <t>(x)e-ikxy usamos o teorema 1.1.4
CO —
= T “ í  <l>(x) (t>(x) e3“ dx271 -x ,
2
<t>(x) e ^ d x
= ——• J  M.íxje**“ dx2tc -hco
í 1 se k = 0,
~ [0 se k * 0.
Com isso concluímos que (<t>(x-k))keZ é uma família ortonormal. E assim 
está completa a prova de (a).
Comecemos a prova do item (b).
(b) Chamaremos de V0 o espaço vetorial gerado por esta família ortonormal. E 
supomos que a função <J> é regular.
Seja Vj o espaço vetorial gerado por <|)j>k e \ 2/2 <j»(2Jx — k) J  uma base
^ keZ
ortonormal de V] para qualquer j e Z.
Devemos provar que (v j  é uma aproximação multiresolução de L2(R).jeZ
(note que a propriedade (1.2.3) é satisfeita).
Para provar (1.2.1) é suficiente mostrar que V., c= V0.
A transformada de Fourier das funções que pertencem aos espaços vetoriais V0 
e V_, são, respectivamente, denotadas por ?  V0 e?V .]. Assim,
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?  V0 =^ M(oo)<t>(oo); M e L2(0, 2n)j
e
5? V_i = |m (2co)<|)(2o)); M e L2(0, 2tc) |.
A °° A
Como § é definida por <j>(ca): = n « ( 2 -  kco); <j) satisfaz
k = l
oo
f e d - r w 2- * 1« ) = h(q ) n H(2_k®)= H(co)<))(0), 
k=l k = l
com [h (co)| < 1.
A A
Assim, M(2eo) <t>(2co) = M(2co)H(<a) <J>(co).
Observe que a função M(2co)H(co) é 27i-periódica e,
2 *  2 x
J  |M(2co)H(©)|2dco = J  |M(2co)|2|H(o)|2dG>
0 0
2 x
< J  |M(2(o)|2dco < oo,
0
isto é, M(2g>)H(2©) pertence a L2(0, 2n).
Logo,
M(2co)<t>(2<o) = L(co) <{)(©),
onde L(co) = M(2co)H(co) e L2(0, 2n). Com isto L(co) 4>(co) e ? V 0.
Portanto, Ç a  7  V0, o que implica V_j c V 0.
Para provar (1.2.2) devemos verificar que
lim Pv. = Id e lim Pv = 0.
j — *oo J j — >—0 0  j
Seja então Pv. o operador projeção ortogonal sobre Vr
Já que 2/^4>(2jx — k)j é base ortonormal de Vj, o núcleo da Pv., como
' keZ J
vimos, é dado por
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2j £  <))(2jx -  k) <j>(2Jy -  k) = 2jK(2Jx, 2Jy).
k=-oo
Como (<))(x -  k))keZ é uma família ortogonal, temos
keZ
<J>(co + 2kn) = 1.
Sabemos que
lim M .(o) = Mb(0) =u>—»0 Í(co) = 1,
assim para k^O  a equação ^
keZ
)^(ú) + 2k7t) = 1 implica que
<|>(2k7r) = 0,
pois,
keZ
<t>(0 + 2kít) = 1
k*0
keZ
k*0
(])(2k7t)
<()(2k7i)
+
k=0
4>(0) = 1
+ 1 = 1.
keZ
k*0
<j>(2kír) = 0 e finalmente ^>(2kn) = 0.
Usando agora a fórmula de Poisson temos:
X  <f>(x -  k) = X  <()(2k7i)el21cwx =
keZ keZ
= X  Í(2tot)ei2,tkx + í(0)
keZ
k*0
= 0 + <|>(0) = J  <|)(u)du,
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OU
keZ
Portanto, para quase todo x,
J  K(x,y)dy = J  <t>(x — k) <!>(y — k)dy , (® = y - k )
1 keZ
1 keZ
e a  ______  a  e ______  a  A
=  J <{>(0) <|>(g)) dco =  <()(0) J <|)(cd) d ©  =  <|)(0) <(>(0)
4>(o) = 1.
E pelo lema 3.2, Um Pv. = Id. Com isso está provado que [ J  Vj é denso emi—>oo J _J
l2(r ).
Como <t> é regular, analogamente a (3.5) temos
|2jK(2jx, 2jy)
2jL
(l + 2j|x -  y|)
E desta inequação segue que lim Pv. =0. Com efeito, pelo lema 3.1,
CO
Pv.f = 2 K(2j x, 2jy) f(y)dy, fazendo j -» -oo, K -» 0. Com isso vale
O i  = <°>-jeZ
A propriedade (1.2.4) segue do seguinte:
A A l-i Seja f(x) e V0, pelo lema 2.2, f(©) = Hf (©)<))(©), multiplicando por e* ,
f(©)e_ik“ = Hf(©)e_ik“ <)>(©)
Agora definindo g(x):= f(x -  k), obtemos, usando o teorema 1.1.4 (ii),
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g(co) = Hf(<a)e“ik“ <(>(cd) .
Definindo G(co):= Hícote"*“ , G e L2(0, 2n) segue que g(co) = G(co) <t>(co)
o que implica que g(x) = X  g ^ í*  -  k), ou seja, f(x -  k) 6 V0.
keZ
Com isso, f(x) € Vj => f ( x - 2 jk) e Vj , Vk e Z.
Finalmente a propriedade (1.2.5).
Sabemos que {<|)(x — k); k e Z} é base ortonormal de V0. Neste caso, para
toda f e V 0
f  = E  Pk<t>(* -  k) onde {pk} e  ^2(Z), Pk = < f, *(■ -  k) )
keZ
Logo, a aplicação f  t—> {ak} é um isomorfismo T de V0 sobre t 2(Z). 
Com isto concluímos a prova do teorema. □
Observação:
A condição necessária imposta sobre H no teorema 3.2 nào é suficiente para 
definir uma função <|> tal que (<J>(x-k))keZ seja uma família ortonormal. Um contra-
exemplo é dado por H(cd) = co s^ ). Verifiquemos que a função H assim definida 
satisfaz as hipóteses do teorema 3.2:
=  1.
Definimos então, pelo teorema 3.4, <j>(©) = I~Jh[ ^ -1. Assim,
k=l /
k=l
Para calcular a função <j>, cuja transformada de Fourier é dada acima, usaremos a 
igualdade
k=l 2 ' 3©/
e a transformada de Fourier inversa. Com isto obtemos
se x e
3 3 
L 2 ’2 J
0 outros valores de x.
Mas a família das translações por inteiros desta função não é ortonormal.
Capítulo 4
Base ortonormal wavelet
A aproximação de uma função na resolução 2J é a sua projeção ortogonal sobre 
Vj. A precisão adicional que obtemos na aproximação quando a resolução cresce de
V  para 2j+1 é dada pela projeção ortogonal sobre o complemento ortogonal de Vj em 
Vj+1. Denotaremos estes complementos ortogonais de Oj.
Para calcular a projeção ortogonal de uma função f  sobre Oj, encontraremos 
uma base ortonormal de Oj. Veremos agora um dos pontos importantes da aproxima­
ção multiresolução, é que se a coleção (Vj)  ^ de subespaços fechados de L2(R) é 
uma aproximação multiresolução então podemos escrever f  e L2(R) como
Pv. f  = Pv.f+ P 0.f
V »  vj w j
ja que Oj é complemento ortogonal de Vj em VJ+1. A notação para este complemento 
é: Oj = Vj Jt , observe que esta notação é muito carregada por isto usaremos a se­
guinte: O j = V >  .
Para calcular a projeção de f  sobre Oj, P0.f , encontraremos uma base orto­
normal de Oj,
53
vj/jjk(x) = 2 ^  v|^2Jx -  k), k e  Z.
Com isto podemos escrever
p vj+1f  = PVjf + S ( f .  M>j,k ) Vj.k • (4-1)
keZ
Observe que, para todo t  e j e Z,
vJ+1= vJe o J
e que
Oj _L se j * L
Assim, para j > £,
i - t - i
Vj = V, e  ©  o „ k.k=0
onde todos estes subespaços são ortogonais.
Como IJV j = L2(R) e 0  Vj = {0} temos que
jeZ jeZ
L2(R) = ® O j ,  (4.1)jeZ
ou seja, L2(R) pode ser decomposto em subespaços Oj mutuamente ortogonais.
Além disso, os espaços Oj herdam a propriedade (1.2.3) da aproximação multi- 
resolução:
f(x) € Oj o  f(2x) e Oj+1. (4.2)
De fato, f(x) e Oj o  f(x) e Vj+1 e f e Vj1’*1
o  f(2x) g Vj+2 e f(2x) e V^*1 
<=> f(2x) e 0 J+].
Devido a (4.1) e a propriedade (1.2.2), segue que a coleção |v|/j k; j, k e z| é 
uma base ortonormal de L2(R) que denominaremos de base ortonormal wavelet 
(vj/j k; j, k € z | de L2(R), onde vyj;k(x) = 2^  v^2'ix -  k), ( a wavelet vj/ pode ser 
construída explicitamente, como veremos). Por outro lado, (4.2) assegura que se
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|vj/0 k; k e z} é uma base ortonormal de 0 0 então, {m/j k; j, k € zj é base ortonor- 
mal para 0 J5 para todo j e Z. Assim nossa tarefa reduz-se a encontrar y/ e O0 tal 
que v|Xx -  k) constitua uma base ortonormal de 0 0.
Para construir esta função \y, vamos observar algumas propriedades de O0. 
Caracterizemos 0 0: f  e O0 é equivalente a f  e V, e f  e V0\  pois
V] = v 0© o 0.
Como f € V], temos
f(x) = Z  fkVT <(>(2x -  k),
keZ
pois >/2<t)(2x-k) ébasedeVj, onde fk = ( f , «t>ijk). Isto implica que
^ = f*e * /2 
Definindo Gf(E}:= —i=- ^  fke_ikí, Gem L2(0, 2n), obtemos
"v2 k6Z
m  = Gf ( K ) í ( K ) -  (4.3)
O fato de fJ .V 0 implica que f  _L <t>0,k para todo k, isto é,
0  =  J  f(x) <()(x -  k )  d x  =  •—  J  f(<ü) <j>(<jo) e*“ dco
2U+1)* —
f(eo) <(>(©) e dco.
eZ2n b^ -7 nr
Fazendo a mudança de variável, co = % + 2ln, teremos
0 = 4 - Y j  f(^+2£n)ty(í,+ 2£n)eik*dZl> ou ainda, 2n t e z  0
J e** X + 2 i n ) i(4 + 2£n) dÇ = 0.
0 <eZ
Consequentemente,
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X  f(S + 2tn) í(S+ 21%) = 0 (4.4)
<eZ
Agora usando as transformadas de Fourier (3.2), (4.3) e fazendo © = % em 
(4.4) temos:
y i  Gf (© + ^tt) H,j(© + 7^i) <|>(© + £n) = 0, que implica,
£  Gr (o>) H(d>)
*e2Z e<= 2z+i
<t>(eo + 7^t) =  0,
pois Gf e Hj, são funções 2n - periódicas. Como X
keZ
<K© + 2kjr) = 1 segue que
Gf(©) H0(©) + Gf(© + ti) H0(© + tt) = 0.
Sabemos, pelo teorema 3.3, que a função satisfaz
|h*(©)|2 + |h #(© + 7í)|2 = 1, logo H# (©) e H#(co + 7i) não se anulam ao mesmo 
tempo, isto implica que existe uma função 27t - periódica X tal que,
G f(a>) = M<o)H*((o + 7r)
X(©) + X(© + 7l) = 0.
(4.5)
(4.6)
Definimos agora a função u(2co): = À,(co)e"‘w para todo go. Note que u é uma 
função 2n - periódica, pois
u(®+27i)=X(‘^ )e i^ e i,t
= -M ^)e^(-l)= o (© ), 
e, além disso, M®) = u(2©)elüJ satisfaz (4.6).
Com isso podemos escrever (4.5) como:
Gf(co) = u(2©) e H*(© + n),
e substituindo esta equação em (4.3) obtemos
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f©  = u©  H4(K + K ) +(#)  (4.7)
onde i) é 2n - periódica.
A forma geral (4.7) da transformada de Fourier de f e O0 sugere que tome­
mos
+ * )♦ (£) (4.8)
como candidata para transformada de Fourier da Wavelet procurada. Logo,
(4.9)
Desconsiderando a questão da convergência, (4.7) pode ser escrita como
= í  X  °ke_ikí í<© ou f  = X  °kM<- -  k),
V keZ ' keZ
assim v|/(— k) é um bom candidato para base de O0.
Precisamos ainda verificar que vj/0Jc = vj/( -  k) é, de fato, uma base ortonormal
de O0.
A  A
Primeiro notemos que as propriedades de H0 e <j) asseguram que a função \\i
2 A A -Udefinida em (4.8) realmente e uma função de L (R) e que v|/ e Vj e i|/ e V0 (pela 
análise feita acima), assim xy e O0.
Verifiquemos então a ortonormalidade de i|/0 k:
«o ee  ——J vKx) V|<x -  k)dx = v^c) ítò e_lkr dÇ
2« L  
-
2(4+1)* 2
A
w(0 e^d Ç
i|<4 + 2£n) dÇ.
Mas, por (4.8),
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í e Z
+ 2£n)
ieZ
|2 —> A- 
neZ
= |h #( x + *)| 2  $ (& +nn) + Ih í(X)I 2  $ ( % + 71 + 2n7t)
neZ
H ,(K  + * )f + K ( K ) .1
= 1, pelo teorema 3.3.
Consequentemente,
CO 2*
J  Vf<x) vKx- k)dx = - M  e^dÇ  = 8kj0.
_oo Z 71 o
Para verificar que vj/0k é base para O0 é suficiente checar que toda função 
f  € O0 pode ser escrita como:
f = X  YkM^- -  k) com X  |y
keZ
co  2 ^  |yk) < QO.
keZ
(4.10)equivalentemente f^4) = y(ç) y(4)
com y 2Ti -periódicaem L2(O, 2ti).
Voltemos a (4.9).
2* ir
Temos f(£) = u(£)vK£) com í  = 2Í |^(©)|2do>.0 0
Como Gf (£) = -7=- ^  fke_Ucí> temos
>2 fcez
2t
J  |G f ( ç ) |2 d ç  = « 5 2  |f k |2 =  acn m i  <  oo.
0 keZ
A primeira igualdade segue da identidade de Parseval e a segunda vem do se­
guinte:
tá)' àí
Portanto,
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= —J X! |Gf(y + 2k7t
2*
n  o keZ
4>(y + 2k7t) dy
= ^ J  |Gf(y)| S71 o keZ
A
<j>(y + 2k7t) dy, pois G é 271 - periódica;
71 o
2jt
í  |G f ( y ) | 2 d y  =  T t l l f l 2 .
Por outro lado, por (4.5), Gf(©) = A.((ú)HC)(co + 7t),
J |Gffâ |2d4 = j  W 4>nH,(ç + i ) |2d4
0 0
=  í  W 4 ) r | H , ( 4  +  n ) | 2d 5 + J  l ^ l H j t e + T t j f d í  
0 *
w *
=  J  |aXco)|2 |h ^  (co +  7i)|‘ dco +  J  ©  +  tt) |2 jH^(co)|2dco
JT
=  J  |X ía>)|2 jH^ (ct> 7t)j~ +  |Htf(©)|2jd©, onde usamos M © ) =  -M© +  71)
x
=  J  jx,(©)|2d©, pelo teorema 3.3.
Como Aí©) = u(2©)e10J segue
J  |M © ) |2 d ©  =  J  |xj( 2 © ) |2 d ©  =  |u (£ ) |2 d^ .
o o 2* o
2 *  2 *
Logo, J  |u(£)|2d^ = 2 J  |Gf(ç)|2d£= 27t )| f  I2 <  °o , e assim f é da forma (4.10) com
Y 271 - periódica de quadrado integrável.
Com isto provamos o seguinte teorema:
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4.1 Teorema. Se os subespaços (V j em L2(R) formam uma aproximação multi-' 3' jeZ
resolução então existe uma base ortonormal wavelet [M/j k; j, k e z j de L2(R) onde 
H/jj, (x) = 2^vj^2-ix -k ) ,ta l  que,
ou Pv f  = PVjf + 2  ( f > Vj.k)vj,k- (4-11)
keZ
E, além disto, uma possibilidade para a wavelet y/ é
ou calculando a transformada de Fourier inversa,
M/(x) = 2  ( - l)k_1h-k_1 V2 <J>(2x + k),
keZ
v =  Z  ( - » k' ‘h-k-i * u  (412)
keZ
Note que y/ não é determinada unicamente pela análise multiresolução e exi­
gimos (4.11): se y/ satisfaz (4.11), então qualquer y / do tipo
com p 2% -periódica e |p(ç)| = 1, em quase toda parte, também satisfaz (4.11), ( veja 
lema demonstrado no apêndice 2 ). Podemos escolher pfô) = p0eunp com m eZ e 
jp0 j = 1. Nós usaremos esta liberdade para definir, em vez de (4.12),
V= 2gk<Kk com Sk = ( - l)kh_k+i.
keZ
Apesar de podermos obter uma base ortonormal wavelet de L2(R) a partir da 
aproximação multiresolução, veremos agora que é possível construir uma função y;
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“patológica”, tal que yyjk.(x) = 2 >/2 v^2Jx -  k) seja uma base ortonormal para L2(R) 
que não é derivável de uma aproximação multiresolução. Isto é o que mostra um 
exemplo que veremos a seguir, antes ,porém, precisamos de uma nova definição e uma 
proposição.
Definição. Uma família de funções (<pj) j em um espaço de Hilbert & é chamada 
uma frame se existem A > 0, B < oo tal que, para toda função f  em ,
A | | f f  <  £ | ( f ,  < P j ) f  <  B | | f p .
j e J
Chamamos A e B de frame bound.
Se as duas frame bound são iguais, isto e, A = B, chamaremos a frame de frame
tight.
Para a frame tight temos, para toda função f  em &,
E | (  f. <Pj)f - A |  f f .
jeJ
4.2 Proposição. Se (q>j)  ^ é um frame tight, com bound A = 1, e se cpj = 1 para 
todo j e J , então cpj constitui uma base ortonormal.
Dem.. Primeiro provaremos a ortonormalidade da família (<P}) . ^  Temos, para qual­
quer j e J,
2 v l /  \ 2 4 V l /  \ 2
<pj = 2 - | \ < P j ,  v ? )
j ' e J
= CPj +  v r ) 9
i ' * }
j ' e J
ja que cpj = 1, temos c^pj, <pj.^  = 0 paratodo jV j.
Agora seja f  g supomos que  ^f, cpj^  = 0 para todo j e J usando nova­
mente o fato de ( < P j ) .  j ser frame tight segue que f = 0 eque cpj gera todo □
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Veremos agora o exemplo comentado anteriormente.
1 se < |fo| < n ou 4n < jcoj < -2^ JL,
Defina VjXco) = 0 para outros valores de co.
Temos então, vj/jJ = ||\|/||2 =1. De fato,
_ _ L  IL If  _ _ L J
271 2 n vjXco) doo
=  d ®  +  Í J  dcú +  Í L d(ú +  J4J  da> = — 2n 2n
=  1.
Além disso, ^  v^2Jco)
jeZ
a _  r a
vjy j I j^ suportV|H- (2k + 1)2tt2
= 1 em quase toda parte. Ainda observe que suport
tem medida zero para todo £ > 0, k e Z assim,
£  ^ 2 £ç)C<(2'0; + 27r(k + l))) = O
<=o
em quase toda parte.
Então usando o critério de Tchamitchian ([4], p. 73 ), concluímos que 
v|/j k constitui um frame tight com constante igual a 1. Logo, pela proposição 4.2, iyjk
e base ortonormal para L2(R).
Suponhamos (por absurdo), que \\i (cuja transformada de Fourier foi definida 
acima) esteja associada com a aproximação multiresolução, então
= e‘^H 0(^{ + 7t)<j>(K) e <t>(^ ) = Hé(K)<Í>(K} valeriam para a função escala 
correspondente <|>.
Segue de (3.7) que
4>(S)
♦(&) í ( fí)
= 1, ou ainda,
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+ = Í(K ) que implica, para £, * 0,
= I
j=i
Podemos checar a partir da definição de v|/ que esta última igualdade implica
m
1 seO <H <^-,
OU7t <|£|<T-,
ou 2ti< \^ < ^ ,
0 outros casos.
Neste caso, para a função 2n -  periódica valeria <j)(£) =
(para esta <|>), então teríamos |h 0 (ç)| = 1 para 0 < |£j < -y-.
A periodicidade de implicaria que |h 0(^ )J = 1 também em 2n < iyL-
Consequentemente, |Hé(£)|<|)(£) = 1 para 2n < |ç| < JyL, sendo assim, ou
*(2Ç) = 0, ou vale este intervalo.
Esta contradição prova que esta base ortonormal wavelet não é derivável de uma 
aproximação multiresolução.
Exemplos.
Vejamos o que nos dá o teorema 4.1 para a aproximação multiresolução de 
Haar. Neste caso,
í 1 se 0 < x < 1,
[O outros valores.
Usaremos V = X s k f u -  onde gk = ( - l)kh_k+1. Então,
keZ
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t—f  , s -7-------- 7 \ X/J se k = 0,1,hk = >/2j <})(x) 4»(2x -  k) dx = j[0  outros valores de k.
i
Consequentemente, y  = X  gk<t>u = go<t>i,o + gi<t>i,i
k=0
=  1 ^ <t>i , o “ 1 ^ (t> u  o u
1 se 0 < x < y,
1 se ^ < x < 1,
0 outros valores de x.
Esta é a base de Haar, ( veja apêndice 1).
O próximo exemplo é da família de funções de Battle-Lemarié.
As wavelets Battle-Lemarié estão associadas com a aproximação multiresolução 
consistindo do espaço de funções spline; em cada caso tomamos um B-spline com nós 
no conjunto dos inteiros para a função scaling original.
Se escolhermos <)> como spline constante por partes,
f 1 se 0 < x < 1,
[O outros valores,
então encontraremos a base de Haar vista acima.
O próximo exemplo é o spline linear por partes,
1 -  |x| se 0 < |x| < 1,
0 outros valores,
desenhado na figura 4. la. Esta função <)> satisfaz
<t>(x) = j<(>(2x +1) + <j>(2x) + j<|>(2x -  1);
ver Figura 4. lb.
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-1 0 1 
FIG. 4.1 O spline <j>; satisfaz <|>(x) = j-<()(2x + 1) +  <J>(2x) + 2"<|>(2 x -  l ) .
Sua transformada de Fourier é
í  Í /V  A- v sen>2
keZ
2 1
e, 27i]T j>(ç+2kn) = X  ck e_ikí= }+-^cosÇ = ^(l + 2cos2 K) •
k=-l
Calculamos os coeficientes de Fourier de ^
keZ
<])(£, + 2k7l) como segue:
271 0 /<= Z
*(í)
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==T “ Í  4>(x) <t>(x -  k)dx.Z7í
Para esta fimção 4» estes coeficientes não são difíceis de calcular, ( para uma 
fórmula explícita ver [2]).
Como <|>(x) = ^  cv(|)(2x -  k), onde X  jck]2 < oo, H(4) = cos2K e
keZ keZ
0 < c < I 4»(4, + 2kír)
keZ
multiresolução.
< c' < t», os subespaços Vj constituem uma aproximação
Note que, para as translações, <j> não é ortogonal então precisamos aplicar o tru­
que da ortogonalização (2.8)
1 sen 72
[ | ( l  + 2cos2 %)]
_ 4>/3 sen2 Vi 
Ç2[l + 2 cos2
( o gráfico da função <j>u está desenhado na Figura 4.2a).
Para termos <|>#, o procedimento é calcular (numericamente) os coeficientes de
Fourierde [l + 2cos%] 2,
[l + 2cosX] /2= E  cke_ikí>
keZ
e escrever <t>#(x) = y  X  ck<|>(x -  k ).
keZ
A correspondente H? é
H jtò  = cos2 (^ 2
1 + 2 cos2 %
1 + 2 cos2 £
(a)
(b)
FIG. 4.2. A fun?ao scaling <i> e a wavelet vj/ obtidas do spline Battle-Lemarie.
e v|/ e dada por
t o  = e1^2 n ^  + %) <t>(K)
l + 2cos2(/{ + >2)
l + 2cos2(f+  7c)
= e 1*2 cos2 ( I + 7 )
e1'2 sen2(^ j
1 + 2 sen2 %
1 + 2 cos2 5
X
2 J
= V3e‘*2 sen2(X)
1 + 2 sen2 %
_(2 + cos2 %)(l + 2cos2 %)
X
Podemos ainda calcular os coeficientes de Fourier dk de
|(l + 2sen2 X)(1+ 2 cos2 £i) 1(l + 2cos2K )- l]  , e escrever
vXx) = 2yÍ3 ^  (dk+1 -  2dk + dk_,) <|>(2x -  k).
keZ
Esta função está desenhada na Figura 4.2b.
Isso tudo que vimos sugere a seguinte estratégia para construção de novas 
ortonormais wavelets:
• Escolha <j> tal que (i) (j) tenha decaimento razoável,
(ii) (3.1) e as hipóteses do teorema 3.4 sejam 
satisfeitas
(assim os W- constituem uma aproximação multiresolução);
• Se necessário, usar o “truque da ortogonalização”
• Finalmente, v|/(£) = e1^  H jfK’ + rc)
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Apêndice 1 - Base de Haar
Provaremos agora que a família vj/mn(x) = 2 ^  vj^ 2mx -  n) constitui uma base 
ortonormal de L2(R) onde a função \\i é definida abaixo,
yXx) = *
1 se 0 < x < y ,
-1 se y  < x < 1,
0 para outros valores de x.
(esta é a função de Haar). Esta base é chamada base de Haar.
Para provar que i|im n constitui uma base ortonormal, precisamos estabelecer que:
1) i|/m n são ortogonais;
2) qualquer função f  de L2(R) pode ser aproximada por uma combinação linear finita 
dos vjv,,.
Estabelecemos (1). Como o suporte de vj/mn é o intervalo [2_mn , 2 -” (n + D],
segue que duas wavelets de Haar da mesma escala (mesmo valor de m) nunca se
“sobrepõe” assim ( i|/mn, y/m n. ) = ôn n,.
Sobrepor suportes é possível se duas wavelets têm diferentes tamanhos como na 
figura 1.1 abaixo.
Vo.i
_ E
V-3,0
r
FIG. 1.1. Duas wavelets de Haar; o suporte da wavelet “estreita” está completamente contida no 
intervalo onde a wavelt “larga” é constante.
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Não é difícil, portanto, ver que se m > m', o suporte de iymn repousa 
totalmente dentro da região onde \j/m. n. é constante (veja figura 1.1). Logo o produto 
interno de nim a e y m. n. é proporcional a integral de vj/ que é zero.
Com isto provamos que vj/m n são ortonormais.
Agora veremos como uma função arbitrária f  pode ser aproximada por uma 
combinação linear de wavelets de Haar.
Qualquer função f  pertencente a L2(R) pode ser arbitrariamente aproximada 
por uma função com suporte compacto que seja constante por partes sobre os intervalos 
\t2~] , (^+ l)2-J] basta observar o tamanho do suporte e o valor de j. Podemos,
portanto nos restringir a tais funções: assumimos que f  tem suporte [-2J), 2Jl], e é 
parcialmente constante sobre [£2“J°, U + 1)2"J°) onde J, e J 0 podem ser 
arbitrariamente grandes (veja figura 1.2).
[k2~J°, (k + 1)2~J°).
Denotaremos o valor constante de f 0 = f  sobre , {£ + 1)2"J°) por f°.
aproximação para f 0 que é parcialmente constante sobre intervalos duas vezes maior 
do que o original, isto é,
FIG. 1.2. Uma função f  com suporte [ - 2 J], 2 J' ] ,  parcialmente constante sobre
Representamos agora f° como a soma de duas partes f° = f 1 +81, onde f 1 é uma
= constante := fk.
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Os valores fk] são dados pela média de dois valores constantes correspondentes 
para f°,
fk = y (  f2°k + f2°k+i ) (veja figura 1.3).
A função Ô1 é parcialmente constante com o mesmo “stepwidth” de f°; 
imediatemente temos:
f®, = f/ + ô^, ou ainda, -  f( que implica
k1 -  —/ f° \°2t ~ 2 ' 2i 2e + 1 >'
Por outro lado, f2°+i = í? + $2^ +1 , ou ainda, Ô^+I = f2<+] "  í? assim
= tfe+i ~ fi( )•
Logo ò2( = — S2/+1.
Segue que Ô1 é uma combinação linear de funções de Haar dilatadas e 
transladadas,
2Ji+Jo-i
8 ' =  Z  8 W 2 , "“ x  -  t ) .
t = - 2Ji w o-i  + i
Portanto podemos escrever f  como
f = f° = f 1 + £  Cj0_, Vjo-!,/ ,
(
onde f 1 é do mesmo tipo de f  °, mas com “stepwidth” duas vezes maior.
Podemos aplicar o mesmo truque para f 1, assim
f 1 =  f 2 +  X )  C J 0 - 2  MAj0 - 2 , ^ >
t
com f 2 ainda suportada sobre [-2Jl, 2Jl], mas parcialmente constante sobre os 
intervalos igualmente grandes [k2_J°+2 , (k + l)2-J°+2).
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2“J° 
r-------- »i
s  _ i L
£o 1 i....
f ó = Í ( f o ° + f , ° )
f,'=Í(f2°+f30)
+
t jol _ f 0 f l°o — *0 — to 
= Í(fo“ - f,°) 
= -»!
FIG. 1.3. Uma ampliação de uma “porção da f ’. Sobre cada par de intervalos, f é substituída 
pela média; a diferença entre f  e f1 é 8 .
Podemos continuar fazendo asim, até termos
-j
2 l  X  Cm,* Vm,l •
m = J 0 - l  i
Aqui f J°+J‘ consiste de duas partes constantes (veja figura 1.4), com
f  JoJ n+J, 2Ji^  = f0J°+Jl igual a média de f sobre [o , 2Jl), e f J°+J* [-2J>, O) = f . r ji a
média de f  sobre [ - 2 Jl, o ) .
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f V I-1
J _  r-J0+Jl 2 X-1
2 L0
-2 i j, +i
,j,+i
FIG. 1.4. A média de f  sobre [O, 2 J | ] e [—2 J | , O].
Apesar de termos “preenchido” todo o suporte de f, podemos continuar com o truque 
da média: nada nos impede de aumentar nosso horizonte de 2J> para 2J,+1 e 
escrevendo
jpJj+Jj _ _|_ gJl+J2+^
onde f j’+j2+1 _J.r^i+^2 fJi+J2+^[O , 2J,+1) “ 2 Io ’ -2,1+1 , O) = i-f “ 2 M
Jl+Jo e,
ôJl+Jí = j f 0J,+J2 M^ 2"Jl-1x) -  j f _ Jj+J2 v|^2_J°_1x + l) (vejafigura 1.4).
Isto pode ser repetido, conduzindo para
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-J, -k 
m=J0-l t
onde o suporte de (f^o+J.+k) = [_2Ji+k, 2J,+k]5 e f J°H
f J 0+Ji+k _  o ~k  f J o + i^
1 [_2Ji+k) o) ~ •
Segue imediatamente que
+J) +k _ -k í-Jo+Ji
[0 . 2,,+k) ~ Z *0
-J,-k
-  É  Z  Cm,í V«./
m=Jn + l t
_ II f  J o + J ] + k
= 2-k ,2J‘ ( f  Jo"1 r0 + f  Jo‘ *-1
que é arbitrariamente pequeno sempre que tomarmos k grande.
Portanto, f  pode ser aproximada com precisão arbitrária por uma combinação linear 
finita de wavelets de Haar. □
Observe que no argumento visto acima usamos implicitamente a aproximação 
multiresolução.
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Apêndice 2
Lema. Se fk(x) = f ( x - k )  e gk(x) = g(x -  k), k e Z  constituem bases 
ortonormais do mesmo subespaço E, de L2(R), então existe uma função 2n -periódica
a(ç), com |a(ç)| = 1 tal que g(ç) = a(ç)f(ç).
Dem.. Como fk é base ortonormal para E e g e  E, podemos escrever
8 = X  «kfk
keZ
com 2  |ak|2 = I g f  = 1.
keZ
A A
Consequentemente, g(4) = oc(E,) f(£,) com a(£) = 2-j a ke_ikí •
keZ
Sabemos que a ortonormalidade de f(* — k) é equivalente a
keZ
= 1 em quase toda parte. Analogamente, ^ gfë -  2n7c) = 1.
Disto segue que |ot(£)| = 1. □
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